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2. NỘI DUNG 

Luận án tập trung nghiên cứu chủ đề các thuật toán xấp xỉ cho bài toán tối đa hàm 

submodular. Hướng tiếp cận cốt lõi là khai thác cấu trúc toán học đặc biệt của hàm 

submodular và kết hợp với các phương pháp thiết kế thuật toán xấp xỉ để thiết kế các thuật 

toán có đảm bảo lý thuyết rõ ràng về hệ số xấp xỉ, độ phức tạp truy vấn. Đồng thời, luận 

án chú trọng đến khả năng triển khai thực nghiệm trên dữ liệu thực, nhằm đánh giá hiệu 

quả thuật toán trong các bài toán có quy mô lớn. Quan điểm xuyên suốt là xây dựng các 

phương pháp cân bằng giữa hiệu năng lý thuyết và khả năng ứng dụng trong thực tiễn. Dựa 

khoảng trống lý thuyết được phân tích cho bài toán tối ưu hàm submodular, luận án đã lựa 

chọn và nghiên cứu bốn bài toán tiêu biểu: 

1.  Tối đa hàm submodular với ràng buộc chi phí: Cho một tập cơ sở 𝑉, một hàm 

submodular 𝑓: 2𝑉 → 𝑅+  và mỗi phần tử  𝑒 ∈ 𝑉  có chi phí  𝑐(𝑒) > 0. Chi phí của một tập 

con 𝑆 ⊆ 𝑉 là 𝑐(𝑆) = ∑ 𝑐(𝑒)𝑒∈𝑆 . Với một ngưỡng chi phí 𝐵, mục tiêu là tìm một tập con 

𝑆 ⊆ 𝑉 sao cho: 𝑓(𝑆) lớn nhất và 𝑐(𝑆) ≤ 𝐵. Luận án đã phát triển ba thuật toán DLA, RLA 

và AST với hệ số xấp xỉ lần lượt là 1/6 −  𝜖, 1/4 −  𝜖 𝑣à 1/7 −  𝜖. Các thuật toán này 

không chỉ đạt độ phức tạp truy vấn tuyến tính hoặc song song tối ưu, mà còn thể hiện hiệu 

quả vượt trội trong các môi trường thực nghiệm. Các kết quả đã được công bố tại hai hội 

nghị quốc tế xếp hạng A* là IJCAI 2023 và IJCAI 2024. 

2. Tối đa hàm k-submodular với ràng buộc chi phí nhóm: Cho một tập cơ sở 𝑉, 

một hàm 𝑘-submodular 𝑓: (𝑘 + 1)𝑉 → 𝑅+ xác định trên không gian của các 𝑘-tập 𝒔 =
(𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘) với 𝑆𝑖 ⊆ V, 𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗 = ∅ nếu 𝑖 ≠ 𝑗 và mỗi phần tử 𝑒 ∈ 𝑉 có chi phí 𝑐(𝑒) >

0. Với mỗi vị trí 𝑖 ∈ [𝑘] = {1,2, … , 𝑘}, tổng chi phí của tập 𝑆𝑖 được định nghĩa là 𝑐𝑖(𝒔) =
∑ 𝑐(𝑒)𝑒∈𝑆𝑖

, và mỗi vị trí có một ngân sách riêng 𝐵𝑖 > 0. Bài toán yêu cầu tìm một 𝑘-tập 

𝒔 = (𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘) sao cho: 𝑐𝑖(𝑠) ≤ 𝐵𝑖 , ∀𝑖 ∈ [𝑘], và giá trị hàm mục tiêu 𝑓(𝒔) được tối đa. 

Luận án đề xuất thuật toán dòng STR, đạt hệ số xấp xỉ 
1−ϵ

2(𝑘+1)
 trong trường hợp đơn điệu 

và 
1−ϵ

2𝑘+3
 trong trường hợp không đơn điệu, với độ phức tạp truy vấn và bộ nhớ thấp. Thuật 

toán này phù hợp với môi trường dữ liệu lớn và là hướng tiếp cận đầu tiên hiệu quả cho bài 

toán tối ưu k-submodular trong bối cảnh ràng buộc chi phí nhóm. Kết quả nghiên cứu đã 

được công bố trên hội thảo quốc tế SOICT 2023(SCOPUS) và tạp chí quốc tế APJOR 

(SCIE, Q3). 

3. Tối đa hàm DR-submodular với ràng buộc lực lượng: Cho một tập cơ sở 𝑉, một 

hàm DR-submodular 𝑓: 𝑍+
𝐸 ↦ 𝑅+, một lưới nguyên bị chặn bởi vectơ 𝔹, và một số nguyên 

dương 𝑘 >  0. Bài toán yêu cầu tìm vectơ 𝒙 ≤ 𝔹 sao cho tổng kích thước |𝒙|1 ≤ 𝑘 và giá 

trị 𝑓(𝒙) đạt cực đại. Luận án phát triển hai thuật toán mới là FastDrSub và FastDrSub+, 

lần lượt đạt hệ số xấp xỉ 0.044 và 
1

4
− ϵ với độ phức tạp truy vấn thấp. Đây là những thuật 



toán đầu tiên đạt được xấp xỉ hằng số cho bài toán này, đồng thời thể hiện hiệu quả vượt 

trội trong bài toán tối đa doanh thu với hàm mục tiêu DR-submodular. Kết quả đã được 

chấp nhận công bố tại tạp chí JOCO(SCIE, Q2). 

4. Bài toán phủ submodular với chi phí tối thiểu (đối ngẫu của bài toán 1): Cho 

một tập cơ sở 𝑉, một hàm submodular đơn điệu 𝑓: 2𝑉 → 𝑅+ và mỗi phần tử 𝑒 ∈ 𝑉 có chi 

phí 𝑐(𝑒) > 0. Chi phí của một tập con 𝑆 ⊆ 𝑉 là 𝑐(𝑆) = ∑ 𝑐(𝑒)𝑒∈𝑆 . Với một ngưỡng chất 

lượng 𝑇 >  0, mục tiêu là tìm một tập con 𝑆 ⊆ 𝑉 sao cho: 𝑓(𝑆) ≥ 𝑇 và 𝑐(𝑆) là nhỏ nhất. 

Luận án đã xây dựng ba thuật toán dòng hiệu quả là SingStr, ThreeStr và MultiStr, cho 

phép xử lý dữ liệu lớn theo dòng. Các thuật toán đạt hệ số xấp xỉ gần bằng tham lam nhưng 

sử dụng ít truy vấn và bộ nhớ hơn đáng kể, đồng thời thể hiện tính hiệu quả trong các ứng 

dụng như ngưỡng doanh thu và ngưỡng phủ. Các kết quả đã được công bố tại hội nghị quốc 

tế CSONET 2023 (SCOPUS). 

 Bốn bài toán nghiên cứu đại diện cho sự đa dạng về loại hàm mục tiêu, tính đơn 

điệu và dạng ràng buộc, từ đó hình thành một bức tranh tổng thể về không gian bài toán tối 

ưu submodular. Việc lựa chọn cá bài toán vừa bao phủ các trường hợp đã có kết quả nền 

để cải tiến, vừa khai phá các bài toán chưa từng được nghiên cứu, đảm bảo tính cân đối 

giữa chiều sâu và chiều rộng nghiên cứu. Về mặt lý thuyết, luận án đã đóng góp nhiều kết 

quả mới có giá trị học thuật rõ ràng. Cụ thể, các thuật toán được đề xuất đều đạt hệ số xấp 

xỉ tốt và cải thiện đáng kể so với các phương pháp hiện có. Luận án cũng đưa ra các phân 

tích chi tiết về độ phức tạp song song và số lượng truy vấn cần thiết, hỗ trợ việc áp dụng 

cho các bài toán lớn. Các kết quả này đã được công bố tại nhiều hội nghị và tạp chí quốc 

tế uy tín có phản biện. 


